Symmetrie-Gruppe eines geschlossenen Weltalls

F. Vollendorf
(Z. Naturforsch. 30 a, 1510—1515 [1975] ; eingegangen am 19. August 1975)

Symmetry Group of a closed Universe

The fourteen degrees of freedom of a free falling and rotating body are described by means of
a non-compact simple 14-parameter Lie group G4 It is shown that this group can be interpreted
as the symmetry group of a spherically closed space. Finally an outlook is made to the combination
of an internal and an external symmetry group in a nontrivial way.

1. Einleitung

»Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe
oder der gleichformigen geradlinigen Bewegung,
wenn er nicht durch einwirkende Krifte gezwungen
wird, seinen Zustand zu dndern 1.“

Dieser Grundsatz der Newtonschen Mechanik ist
Ausdruck einer Symmetrieeigenschaft mechanischer
Bewegungszustinde, welche ihre mathematische Dar-
stellung durch die Theorie der Galilei-Transforma-
tionen bzw. der (homogenen) Lorentz-Transforma-
tionen erhalt.

Ersetzt man in dem zitierten Tréagheitsprinzip die
Worter ,,Zustand der Ruhe oder der gleichformigen
geradlinigen Bewegung” durch die Formulierung
»Zustand der Ruhe oder der gleichformigen Rota-
tionsbewegung®, so erhélt man ein weiteres Prinzip,
welches ebenfalls Ausdruck einer offensichtlich beste-
henden Symmetrie mechanischer Bewegungszustinde
ist.

Es erhebt sich die Frage, wie sich dieses Symme-
trie-Prinzip gruppentheoretisch formulieren lafit.

2. Vierzehn Freiheitsgrade der Lage
und Bewegung

Es soll rein anschaulich abgezdhlt werden, wie-
viele Freiheitsgrade der Lage und Bewegung einem
frei fallenden elastisch verformbaren Korper zu
einem bestimmten Zeitpunkt zuzuschreiben sind. Da
die Lage eines Gegenstandes durch Verschiebungen
und Drehungen verdndert werden kann, ergeben
sich zweimal je drei Freiheitsgrade der Lage. Hinzu
kommen zweimal je drei weitere Freiheitsgrade der
gleichférmigen Translations- und der Rotationsbe-
wegung. Da ein rotierender elastischer Korper ver-
formt wird, mussen in diesem Zusammenhang noch
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die Freiheitsgrade der Stauchung in drei paarweise
zueinander senkrecht stehenden Richtungen mit in
die Betrachtung gezogen werden. Unter der Voraus-
setzung, dal} der betrachtete Korper bei einer Ver-
formung sein Volumen nicht dndert, ergeben sich
zwei Freiheitsgrade der Stauchung. Insgesamt wird
man hierdurch auf 4-3 +2 also 14 Freiheitsgrade
gefiihrt.

Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, die aufge-
zahlten 14 Freiheitsgrade der Lage und der Bewe-
gung gruppentheoretisch zu beschreiben. Diese Pro-
blemstellung fithrt dazu, nach einer 14parametrigen
Lie-Gruppe bzw. der entsprechenden Lie-Algebra zu
suchen. Diese Lie-Algebra IL!* ist mathematisch ge-
sehen eine Menge L'* von Operatoren, auf welcher
eine Addition, eine Kommutatorbildung und eine
Multiplikation mit reellen Zahlen definiert sind.
Jedes Element aus L!'* muf} sich dabei als reelle
Linearkombination von 14 Basiselementen schreiben
lassen. Im einzelnen sind fiir n=1, 2,3 je drei Ope-
ratoren der Verschiebung (V,,) der Drehung (U ),
der Translationsbeschleunigung (V,), der Rotations-
beschleunigung (U,) und zwei Operatoren der Stau-
chung (V{ und ,) einzufiihren. Ein dritter Stau-
chungsoperator W ist durch Gl. (1) festgelegt:

W1+W2+W3=0- (1)

Es verbleibt die Frage, wie die Kommutatoren fur
die eingefiihrten 14 speziellen Operatoren anzuset-
zen sind.

3. Geometrische Interpretation
der Lie-Algebra L1

Die Metrik des vierdimensionalen Raum-Zeit-Kon-
tinuums laft hochstens eine 10parametrige Gruppe
als Symmetrie-Gruppe zu. Es scheint daher so zu
sein, dal} sich eine l4parametrige Gruppe unter
metrischen Gesichtspunkten nicht interpretieren liefle.
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Diese Situation dndert sich vollig, wenn das Raum-
Zeit-Kontinuum durch die Mannigfaltigkeit RS aller
Paare (X, Y) von Raum-Zeit-Punkten X und Y er-
setzt wird. In einer Arbeit II2 wurde gezeigt, daf}
sich der Raum-Zeit eine das Gravitationsfeld be-
schreibende (d7)-Metrik Adadurch aufprigen lafit,
daf} die Mannigfaltigkeit RS in geeigneter Weise auf
die Menge R8 aller reellen Cayley-Zahlen abgebildet
wird.

Die einem Paar (X, X) hierbei zugeordnete reelle
Cayley-Zahl

3
u =20ui fr+u f; (2)

soll im folgenden als die dem Punkt X zugeordnete
Stelle bezeichnet werden.
Unter Benutzung der Gleichungen

1=+ o,
Wyt :ﬂn‘*‘ﬂn s
‘Qx': :ﬂy_/gra

1aBt sich Gl. (2) in der Form (3) schreiben:
u=t+q+p, (3)

=B+ up)
Pn: =%(u"+un) s
qV: :%(u’y_uv)

3

Zl Pn @y - (4)

n=

3
q:=§0q,,.01,, p:=

Es wird hierbei wie in den Arbeiten (I) 3, IT und
(ITI) # die Konvention benutzt, dal kleine lateinische
Indizes stets von 1 bis 3 und griechische von 0 bis 3
laufen. Die Werte der Variablen ¢, ¢ und p werden
als Zeit, Ort und Auslenkung der Stelle u bezeichnet.
Unter einem Dreibein wird ein geordnetes Tripel
(I'y, I's, I'y) von rellen Cayley-Zahlen I', verstan-
den, welche den folgenden Bedingungen geniigen:

FiFi=15 (53.)
I'ZT]+ F]F,=0, (Sb)
(I I'o) I+ I'y (I'y I'y) = 0. (5¢)

Hierbei soll die im folgenden beizubehaltende Ver-
einbarung getroffen werden, daf} die Indizes i, j und
k fir die drei geraden Permutationen der Ziffern 1,
2 und 3 stehen sollen. Aus (5) folgen fiir die Cay-
ley-Zahlen

Fo:=F1(F2F3) und  yp:=Iy T, (6)

die folgenden Beziehungen:
rr,+r,r,=246
tnLu+Tyyn=0,
Yn¥m+mVn=—20um.
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Der Beweis hierzu ergibt sich unter Benutzung der
in IIT dber die Gl. (10) angegebenen Moufang-
Identitdten durch einfaches Nachrechnen. Unter Be-
nutzung der Tab. 7 aus I 146t sich zeigen, daf} die
Cayley-Zahlen 2, , ©Q, und £, ein Dreibein bilden.

Von besonderem physikalischen Interesse sind die
Automorphismen des Rings R# der reellen Cayley-
Zahlen. Durch einen solchen Automorphismus Q
wird das spezielle Dreibein (2, 2,, 23) in ein
Dreibein (I'y, I'y, I';) tbergefiihrt:

0:Q9,—~1T,.

Umgekehrt legen diese drei Zuordnungen aufgrund
der Gl. (6) den Automorphismus Q schon eindeutig
fest. Man verschafft sich also leicht einen Uberblick
tiber die Menge aller Automorphismen des Rings
RS3, indem man die Menge aller Dreibeine unter-
sucht. Setzt man zu diesem Zweck die Cayley-Zahlen
I', als Linearkombinationen der insgesamt sieben
Elemente 2, und ®, an, so benotigt man hierzu 21
reelle Koeffizienten. Aufgrund der 7 Nebenbedingun-
gen (5) sind von diesen Koeffizienten nur 14 von-
einander linear unabhéngig. Hieraus laBt sich schlie-
Ben, da} die Menge G'* aller Automorphismen be-
ziiglich des Abbildungsproduktes eine 14parametrige
Lie-Gruppe G'* bildet.

Als Grundlage der folgenden Uberlegungen dient
der Gedanke, dal} die dieser Gruppe zugehoérige

Lie-Algebra mit der im zweiten Abschnitt beschrie-
benen Algebrall !* identisch ist.

4. Einbettung der Algebra L14
in eine Lie-Algebra L0

Die Lie-Gruppe G!* ist Untergruppe der Gruppe
G°, welche in III als Symmetrie-Gruppe eines Sy-
stems von 24 Differentialgleichungen eingefiihrt wor-
den ist. Zur Untersuchung der Algebra L!* erweist
es sich als zweckmiBig, zuerst die zu der Gruppe G°
gehorende Lie-Algebra L einzufiihren. Zu diesem
Zweck werden fir einen reellen Parameter ¢ die auf
Cayley-Zahlen wirkenden Operatoren Z{,) und Z,,
definiert:

Ziy:u—exp(3e9Q,) uexp(3e9,),
Zney:u—exp(3ew,) uexp(zew,) .
Hiermit sind die Operatoren
2':=[(3/9¢) Zie]e-0

und
Z,,I = [(a/ae) Zn(e)]s=0

infinitesimaler Transformationen festgelegt.
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Durch Kommutatorbildung lassen sich weitere
Operatoren bilden:

L= [2,2"] ,

Zmr: = [Zya Zm] )

Zum:=1[24,2,] .
Die hiermit insgesamt 28 eingefiihrten Lie-Operato-
ren spannen die tiber dem Korper R der reellen
Zahlen definierte 28dimensionale Lie-Algebra L0
auf. Durch Rechnung ergeben sich folgende Vertau-
schungsrelationen:

[Zl’ Z!‘V] = 6).,14 ZV = (521' Z'“ 1)

[Zl’ Zmn] S == (Slm Zn 50 (Shz Zm ’

[Zl’ Zn‘u] == 6}.;4 Zn ’ [ZA, Zmn] =0 )

[Zl’ Zn'u] e 6ln zZv ] [Zh Z‘W] =0.
Aus der Gl. (7) konnen alle tibrigen Vertauschungs-
relationen unter Benutzung der folgenden beiden fir
Lie-Algebren giiltigen Gleichungen ?
[[X,Y],Z]+[[Y,Z], X] +[[Z, X],Y]=0
hergeleitet werden. Mit den hiermit zur Verfigung
stehenden Hilfsmitteln bereitet die Untersuchung der

Lie-Algebra I 1* keine wesentlichen Schwierigkeiten
mehr.

(7)

und

5. Operatoren der Drehungen
und der Translationsbeschleunigungen

Rdumliche Drehungen lassen sich unmittelbar an-
schaulich mit Hilfe einer Dreibein-Transformation
beschreiben. So ist z. B. durch die Zuordnungen
Us(y: 21— 2, cosp—Q,sing,
Us(py: 25— Qycos p+ Q2 sinp,
Usy: 23— €4

eine Drehung um die ¢;-Achse festgelegt.

Die Forderung, dali U;(¢) einen Automorphis-
mus des Rings R#® bildet, liefert die folgenden wei-
teren Zuordnungen:

Us(py: 01— 0 cos p — w,sin g,

Us(p): 03— mycosp+mysing,

U3(,p): Wg—> (g, Ug(,,): .QO—> -QO .
Die durch Gl. (4) definierte Auslenkung p verhalt
sich also bei Drehungen wie ein Vektor.

Mit den Definitionen des vierten Abschnitts kann
der Lie-Operator

{]35 = [(a/a‘/’)i}:m,)]:p:o
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folgendermalien geschrieben werden:
Uy~Z,q- 2%,
Fiir die Lie-Operatoren der Drehungen um die ¢
Achse erhilt man entsprechend das Ergebnis
Us=Z— 20 (8)

In einem niichsten Schritt soll die durch die Opera-
toren U; aufgespannte Lie-Algebra L3 zu derjenigen
der Lorentz-Gruppe erweitert werden. Eine Rech-
nung fihrt fir die drei Operatoren

~

Vi: =Z];i—ij

zu den folgenden Vertauschungsrelationen:

~ A 3 A
[Ul’ Um] = ZIU" Elmn » (9 a)
Nn=
& A 3~
[Vla Um] . len Elmn 5 (9 b)
n=
N o 3 &
[Vh Vm] === z Un Elmn - (9 C)
n=1

Man erkennt, daf} die Operatoren U; und }/; zusam-
men die Lie-Algebra der Lorentz-Gruppe aufspan-
nen. .

Die durch den Operator /'y erzeugte Transforma-
tion V3 der 7 Cayley-Zahlen 2, und o, soll expli-
zit angegeben werden:

Vany: Q,— Q2,chl+wyshi, (10a)
Vai: Q9= Qychi—w,shl, (10b)
Vi : Q53— 24, (10¢)
Va: 0;— wychi—Qyshd,  (10d)
V~;»,(,-,): my—>mychl+Q2;shl, (10e)
17;;(;_) P g —> g, (10f)
Van: > 2. (10g)

Man bemerkt, dafl sich die in (4) verwendeten
Koordinaten ¢, und p, des Ortes und der Auslen-
kung, mit deren Hilfe sich nach den Ergebnissen aus
II das Gravitationsfeld beschreiben 1idfit, wie die
Komponenten der elektrischen und magnetischen
Feldstiirke transformieren. Das ist physikalisch so
zu verstehen, dall durch die Gln. (10a) bis (10e)
nicht eine die Zeit ¢ mit umfassende Transformation
(mechanischer) Vorgénge, sondern eine Transforma-
tion momentaner (mechanischer) Bewegungszustin-
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de beschrieben wird. Haufig werden die Begriffe
eines Bewegungsvorgangs und eines Bewegungszu-
stands miteinander verwechselt, da man ja empirisch
gesehen erst durch die im Laufe der Zeit erfolgende
Ortsidnderung eines Gegenstandes bemerkt, dal} sich
dieser im Zustand der Bewegung befindet.

Die Forderung, daf} die Lie-Operatoren V; der
Translationsbeschleunigungen Automorphismen des
Rings L8 erzeugen, macht nun eine Abinderung der
bisher noch nicht betrachteten Gln. (10 f) und (10 g)
erforderlich. Auf der Grundlage der durch (10a)
bis (10c) festgelegten Dreibein-Transformation
fihrt eine Rechnung zu der folgenden Abbildungs-
vorschrift:

: 02— Q;chl+w,shi,
: 2y, — Q,chl—w shi,

Vg(;,): .93—> .Qs )

Vaay: w;—> wy;chl—Q,shi,
Vagy: ws—> wschl 4 0Qshl,
Viay: wg—> wych2d+Qysh24,

Viin: 29— 2gch21+wysh21.
Fiir den Lie-Operator
Vy:=[1(3/30) Vs lizo
ergibt sich damit
Va=2'-Z2+2Z.

Aufgrund seiner Einfithrung wird V' als Operator
der Translationsbeschleunigung in Richtung der g;-
Achse physikalisch interpretiert.

Durch zyklisches Vertauschen der Ziffern 1, 2 und
3 wird man zu dem folgenden Ergebnis gefiihrt:

Vi=Z)ji—ZF+229. (11)

Gegeniiber Drehungen verhalten sich diese drei
neuen Beschleunigungsoperatoren V; wie die Kompo-
nenten eines Vektors:

" 3
[Vi, U,l= Zl Vi Bimns
n=

Wie sich aus der Gl. (9) ablesen laft, ist die klein-
ste Teilalgebra von L° deren Elementmenge die
Operatoren V; enthilt, zu derjenigen der Lorentz-
Gruppe isomorph. Analog hierzu wird im néchsten
Abschnitt die kleinste Teilalgebra I von Lg unter-
sucht, deren Elementmenge die Operatoren V; ent-

halt.

6. Aufbau der Lie-Algebra LL14

Durch direktes Nachrechnen findet man, dal} sich
die Dimensionsanzahl dieser Algebra L zu 14 er-
gibt. Wegen der am Ende des dritten Abschnitts for-
mulierten Grundannahme ist daher L als die im
zweiten Abschnitt beschriebene Algebra L!* zu inter-
pretieren. 15 Operatoren aus L!* sind durch die fol-
genden Definitionen gegeben:

fi: =ZOi—% Ziy— % Zik L 70 +% Zi — % ij s
Pi:=7%-3Zy—3ZF-Z20-3Z;/+327,
Qi=3Z;—-%2"+32,/+3 2},
Qi:=3%Zp—-32"% 32,/ -3 2/,
Wi: =2Zii—Z]j—-Zkk.

Unter Berticksichtigung der Gleichung

W1+W2+W3:0

(12)

erweisen sich 14 dieser Operatoren als voneinander
linear unabhingig.

Mit Hilfe der Gl. (7) lassen sich die Kommuta-
toren der Operatoren (12) berechnen. Die fiir die
weiteren Uberlegungen wichtigsten sollen notiert
werden:

[P, Wil= 2P, [P;,Wi]=—-2P;,

[P, Wi]= -Pi, [P, Wil= P,

[P, Wi]=—P;, (P, Wi]1= P;,

[Qi,Wil= O, [QiaWi]= 0,

[Qi.Wil= 30, [(Qi, Wil = -30Qi,

[Qi, Wil =—-30Qi, [Qi.Wi]l= 30Qi,
(Wi, Wi]=0.

Diese legen die Form des Wurzeldiagramms 3 zu L14
fest, durch welches man einen unmittelbaren Ein-
blick in die Struktur der Lie-Algebra L gewinnt.

Abb. 1. Wurzeldiagramm zur Lie-Algebra [L, 14,

Man sieht an Abb. 1, dal} die komplexe Erweite-
rung zu L1 der 14dimensionalen komplexen Aus-
nahme-Algebra, welche héufig als G, bezeichnet wird,
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isomorph ist. Weiterhin ist zu sehen, da} die Opera-
toren Q,, (), und W, eine achtdimensionale Teil-

algebra IL8 der Lie-Algebra L4 bilden.

01

Ol

1 2

Abb. 2. Wurzeldiagramm zur Lie-Algebra [8.

Ein Vergleich der Gln. (8) und (11) mit der
Gl. (12) zeigt, daB} die Operatoren 171- und V; der
dreidimensionalen Drehungen bzw. Translationsbe-
schleunigungen durch die Gl. (13) gegeben sind:

f]i=Qi+6is

Die Operatoren WW; sind paarweise miteinander ver-
tauschbar und geniigen der Bedingung (1).

Sie werden daher als Stauchungsoperatoren inter-
pretiert.

Aus physikalischen Griinden ist zu erwarten, dal}
die Operatoren U; und W; zusammen mit den Opera-
toren U; der Rotationsbeschleunigung eine Lie-Alge-
bra aufspannen. Es kann sich hierbei nur um die
schon eingefiihrte Algebra L8 handeln. Damit kommt
man zu dem folgenden Ansatz:

Ui=Q:—Q;.

Es verbleibt nun nur noch die physikalische Inter-
pretation der drei Operatoren P;+ P;. Statt dessen
werden im néchsten Abschnitt die Operatoren

f/i? =1 (Pi+Fi+Qi+6i)
betrachtet. Aus der Gl. (12) folgt hierfir
V,=3(2% - zi%) .

V=P~ P;. (13)

(14)

7. Das Weltall als niherungsweise spharischer
Raum

Zunichst soll angegeben werden, welche Transfor-
mationsoperatoren V3(‘, durch den Lie-Operator 4 3
erzeugt werden. Aus Gl. (14) laft sich das folgende
Ergebnis ablesen:
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173(,,,) : 20— Q) cos p+Qysingp,

1}\3(,[>' Qy— Qg cosp—Qsing,
I’/\3(,p) 0O, — 0 cosp—Qysinp, (15)
173(,,) 1 Q2> 0y cosp+Q;sing,

173@): Wy —> 0, .

Wendet man den Operator 173(,,> auf die spezielle
Stelle

ur=t+19,
an, so wird diese in eine Stelle
1730;) ur==t+qo 20 +q; 2
transformiert, welche der Nebenbedingung
(8)%=(go)+ (g3)®

~
geniigt. Wendet man allgemein Operatoren V., an,

3 )
welche durch die Operatoren J/; erzeugt werden, so
wird die Stelle u; in eine Stelle u der Form

3
W= t+z q» =<,
v=0
3
mit ()%= 2 (g:)* (16)

transformiert. Durch die Gl. (16) wird eine mit der
Zeit ¢ linear expandierende dreidimensionale Sphire
beschrieben. Damit wirAd auch die physikalische Be-
deutung der Elemente //; klar. Diese sind als die Lie-
Operatoren der Verschiebungen auf einer dreidimen-
sionalen Sphire zu interpretieren. Wie aus Gl. (15)
abzulesen ist, bleibt bei diesen Verschiebungen der
durch die GI.

invariant.

(1) definierte Auslenkungsvektor p

Die Gruppe der auf einer dreidimensionalen Sphi-
re durchfiihrbaren Drehungen und Verschiebungen
ist zur Gruppe SO'(4) isomorph. Dementsprechend
spannen die Operatoren E/,, und 17,, zusammen eine
Lie-Algebra IL% auf, welche zu derjenigen der Grup-
pe SO’ (4) isomorph ist:

I

5] ”M“ ||M;,-:,

U Elmn »

[(717 07)1]

V Emn 5

[I’}]’ ﬁn]

n

[Vlv Vm] = Zl Vn Eimn -
n=

Damit gelangt man zu dem folgenden Resultat: Die
im fiinften Abschnitt durchgefithrte Ersetzung der
Operatoren V/; durch die Operatoren J/; bedingt, dal}
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das Weltall als ein sphérisch geschlossener Raum an-
gesehen werden mufl.

Die Gruppe G'* lafit sich dann als Symmetrie-
Gruppe mechanischer Bewegungszustinde von Kor-
pern in diesem Weltall interpretieren.

8. AbschlieBende Bemerkungen

Es ergibt sich eine Fiille von Themen, welche im
Anschlufl an das erzielte Ergebnis zu untersuchen
sind. Auf mogliche Konsequenzen fiir die Gravita-
tionstheorie und die Theorie der Elementarteilchen
soll hingewiesen werden.

Zunichst erscheint es erfolgversprechend zu sein,
die durchgefithrten Symmetrietiberlegungen auf die
Einsteinsche Gravitationstheorie zu iibertragen. Da-
mit 146t sich vermutlich die von Earman® wieder
aufgeworfene Frage beantworten, wie dem Begriff
einer aktiven (Koordinaten-) Transformation inner-
halb der Einsteinschen Gravitationstheorie eine nicht
triviale Bedeutung gegeben werden kann. Als inter-
essant konnte sich erweisen, Operatoren der Rota-
tionsbeschleunigung auf Sterne bzw. Sternsysteme
anzuwenden, um herauszufinden, welche Verformun-
gen diese Objekte bei einer Rotation erfahren.

Ein zweiter Hinweis bezieht sich auf die groflen
Schwierigkeiten, welche sich in der Elementarteil-
chentheorie beim Versuch der nicht trivialen Ver-
einigung von internen Symmetrie-Gruppen (z. B.
SU (3)) mit der Poincaré-Gruppe ergeben haben 7.
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